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【摘 要】 文章试图通过人们对一些基本的数学研究对象如素数、圆、球、方程、函数等的探索历

程展示基础数学的特点、部分思想和发展及现在活跃的一些研究方向。

【关键词】基础数学，数，形，代数，几何，分析

DOI：10.3969/j.issn.1000-3045.2012.02.002

基础数学的一些过去和现状*

文/席南华

中国科学院数学与系统科学研究院 北京 100190

* 收稿日期：2012年2月19日

谈论整个数学或基础数学的发展趋势已经超

出一个人的能力，庞加莱和希尔伯特被认为是数学

领域最后两个全才，后来还有一些杰出的数学家如

冯诺依曼、柯尔莫格罗夫和 I.M. 格尔方德等对纯

数学和应用数学都做出了巨大的贡献，但现在这样

的数学家也很难寻到了。

基础数学大致分为代数（含数论）、几何、分析

（基于微积分的数学）3部分，但看一看前几届国际

数学家大会的报告目录及其分组就知道现代数学

的分支繁多，各部分间的融合与交叉也是日趋深

入。有些方向是非常活跃的，如代数几何、数论、表

示理论、动力系统、偏微分方程、几何分析、调和分

编者按 新中国建立以来，我国的学科发展走出了一条成功而独特的"任务带学科"的发展道路，其在为经济

社会发展及国家安全做出重大贡献的同时，确实对相关学科的建立或发展起了重要作用。在我国科技面临跨

越发展的新时期，我们还需要从更加系统的角度思考学科发展的内在规律，把握好学科发展的整体趋势，促进

我国学科的协调可持续发展。

“九层之台，起于累土”，中国科学院作为我国最高科研机构，有责任发挥学术引领作用，为中国的长远发展

思考、为中国的科学崛起奠基。

基于上述，本刊拟遴选若干领域，在“学科发展”栏目以每期一个重点学科，围绕该学科的理论体系与方法

论建设，以专栏形式组织评述文章，分不同领域阐述学科的意义，对长期以来学科的理论体系脉络和科学方法

论走向进行全面、系统的挖掘、梳理和有针对性的凝练、集成，在此基础上提出我国未来的重大研究问题和学科

发展对策，以推动该学科未来在基础理论或方法研究上取得重大突破。
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析、微分几何、复几何、拓扑、组合、数学物理

等等。

数学是研究数与形的科学，也研究结

构。逻辑支撑着数学的大厦，而其本身也是

数学研究的对象，与计算机科学密切相关。

1 数学理论的起始

形是容易感知的，我们一睁开眼睛就会

看到各种各样形状的物体。数却是一个抽

象的概念，但其形成也有很长历史了。据考

证和研究，人类在洞穴时代就已有数的概念

了，若干动物也有数的概念。刚开始时，实

际的需要产生了加法、减法、乘法、除法等运

算，长度、面积等概念。到公元前 3 000年，

数学的应用范围就很广了，如税收、建筑、天

文等。数学从理论上系统研究始于古希腊

人，在公元前600年至公元前300年期间，代

表人物有毕达哥拉斯、欧几里得等。欧几里

得的《几何原理》采用公理化体系系统整理

了古希腊人的数学成就，2 000 多年来一直

是数学领域的教科书，其体系、数学理论的

表述方式和书中体现的思维方式对数学乃

至科学的发展影响深远。

2 数和多项式方程及相关的数学分支

我们认识数学基本上都是从数开始的，

然后是简单的几何与多项式方程。数中间

有无穷的魅力、奥秘和神奇，始终吸引着最

富智慧的数学家和业余爱好者。多项式方

程是从实际问题和数的研究中自然产生

的。在对数和多项式方程的认识和探究过

程中，代数、数论、组合、代数几何等数学分

支逐步产生。

2.1 素数

素数有无穷多个，在《几何原理》中有一

个优美的证明。素数是数学永恒的研究对

象，而且是最难以琢磨的数学研究对象，很

多最为深刻的数学都与素数（或其复杂的其

他形式如素理想等）有关。我们熟知的孪生

素数猜想和哥德巴赫猜想，到现在仍未解

决，目前最好的结果是陈景润的。但奇数哥

德巴赫猜想由维诺格拉多夫于 1937年基本

解决。哈代-利特伍德猜想是比孪生素数猜

想更为复杂的猜想。

对于素数在自然数中的比例，有著名的

素数定理，曾是勒让德的猜想（1808年），阿

达玛和德拉瓦勒-普森最先分别证明该定理

（1896年）。1949年赛尔伯格和厄尔迪斯分

别给出素数定理的初等证明。这是赛尔伯

格获1950年菲尔兹奖的重要工作之一。

2004年陶哲轩和本·格林合作证明了存

在任意长的等差素数数列。这项工作极大

地激发了人们对解析数论的新热情，也是陶

获2006年菲尔兹奖的重要工作之一。

18世纪欧拉对素数有无穷多个给出了

深刻的证明，他用到无穷级数1+2－1+3－1＋…

的发散性。他还对实数 s考虑了级数1+2－s+

3－s＋…。1859年，为研究素数的分布，黎曼

对复数 s考虑这个级数，证明了它可以延拓

成复平面上的亚纯函数，现称为黎曼ζ函数，

给出了函数方程，建立了这个函数的零点和

素数分布的联系，提出了著名的黎曼猜想。

该猜想断言黎曼ζ函数的零点除平凡的外实

部均为1/2。黎曼对素数和ζ函数的研究影响

深远。一般认为，黎曼猜想是数学中最有名

的猜想，也是克雷数学研究所悬赏百万美元

的千禧年问题之一，自它提出之时起就在数

学研究中占有突出位置，很多问题与它有

关，还与算子代数、非交换几何、统计物理等

有深刻的联系，在阿达玛和德拉瓦勒-普森

对素数定理的证明中起关键作用。

黎曼的工作对 L 函数和代数几何也有

巨大的影响。L函数已是数论的一个中心研

究对象，与分析、几何及表示论的联系极深，

其在一些特殊点的值含有很多深刻的算术

信息。我们先从狄利赫列的L函数说起。
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对有限循环群的特征，狄利赫列构造了与黎曼

ζ函数类似的函数，现称为狄利赫列L函数。利用

这些函数，他证明了一个有趣的结论——很多算术

数列含有无限多个素数。具体说来就是：如果两个

正整数 a和m互素, 那么算术数列 a + m，a + 2m，a

+ 3m...，a + km，... 里有无穷多个素数。

后来阿丁对数域的有限扩张域的伽罗华群的

表示，类似地也定义了一类L级数并解析延拓得到

一个L函数, 现称为阿丁L函数。利用这些L函数,

他证明了交换类域论里面很有名的阿丁互反律。

上个世纪六七十年代朗兰之想把阿丁的工作延伸

到非交换的类域论去。雅各和朗兰之对 p进域上

的简约代数群的不可约表示和整体域上的简约代

数群的自守表示也定义了L函数。朗兰之给出了

一系列猜想，这就是现在非常热闹的朗兰之纲领。

这个纲领的中心是函子性（functoriality）猜想，

该猜想描述了不同代数群的自守表示之间深刻的

联系。函子性猜想蕴涵了很多著名的猜想，如阿丁

猜想、拉玛努金猜想、佐藤-塔特猜想等。函子性猜

想的一个重要特殊情况是朗兰之互反律，或说朗兰

之对应。通过整体域上简约代数群的自守表示定

义的L函数称为自守L函数。还有一种L函数称为

模体(motivic ) L函数，是哈塞-韦伊 L函数的推广，

包括阿丁L函数和哈塞-韦伊L函数。本质上朗兰

之纲领的中心问题就是证明所有的模体L函数均

是自守L函数。

在最简单的情形下，函子性猜想就是阿丁互反

律，类域论的实质。函子性猜想仅在一些很特别的

情形得到证明，离完全解决遥远得很。但对函数域

上的一般线性群，拉佛格在 2002年证明了朗兰之

的互反律猜想（即建立了朗兰之对应），并因此获得

当年的菲尔兹奖。2010年发表的基本引理的证明

也是这个纲领中的一个巨大进展。有意思的是来

自代数群表示论的仿射斯普林格纤维和因研究可

积系统而产生的希钦纤维化之间的联系在吴宝珠

的证明中起一个关键的作用。吴宝珠因其对基本

引理的证明获得2010年的菲尔兹奖。

研究函子性猜想的重要工具是赛尔伯格-亚瑟

迹公式。赛尔伯格迹公式于1956年得出，与黎曼ζ

函数的联系导致他引进了赛尔伯格ζ函数。赛尔伯

格迹公式后由亚瑟在1974—2003年间做出各种推

广，它在数学物理中也有很好的应用。

2.3 一元高次方程和群论

人们很早就会解一元一次和一元二次方程，一

元三次和四次方程的公式解在16世纪被找到。在

尝试得到更高次方程的根式解时，数学家的探索失

败了，其中包括 18世纪一流数学家拉格朗日。答

案原来是否定：1824 年挪威数学家阿贝尔证明了

五次及更高次的方程一般没有根式解。稍后法国

数学家伽罗华给出的证明影响深远，一个重要的数

学分支——群论因此而诞生。我们可以简单说一

下伽罗华的证明。5个人排队的排法有 120种，一

种排法按另一种方法重排就会产生第三种排法，于

是这 120种排法成为一个群，而且是不可解的，所

以五次及更高次的方程一般没有根式解。

群论的影响几乎遍及整个数学，在物理、化学

及材料科学中有很多应用，是研究对称的基本工

具。1872 年克莱因提出著名的埃尔朗根纲领，用

群来分类和刻画几何，对几何发展影响巨大。拓扑

学中同调群和同伦群是极重要的研究工具和研究

对象。代数几何中阿贝尔簇是一类特别重要的几

何对象。很多空间具有一些自然的群作用，从而可

以作相应的商空间。这些商空间在几何、数论和表

示论中极其重要。齐性空间和志村簇是其中两类

例子，几何不变量则是一个有关的重要数学分支。

群论自身的研究同样是非常深刻的。上世纪

一项伟大的数学成就是对有限单群的分类。这是

一项庞大的工作，第一个证明主要的工作发表于

1960—1983年期间，前后有 100多位数学家参与，

发表了数百篇论文，总长度超过 10 000 页。到

2004年，群论专家完成第二个证明，总长度也达到

5 000页。现在，他们正试图进一步简化。汤普森

因其在单群分类中的杰出工作于1974年获菲尔兹

136
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奖，他最出名的工作是与费特合作证明了伯

恩赛德猜想：非交换的有限单群的阶是偶

数，论文发表于1963年，占了《太平洋数学杂

志》整个一期。阿西巴赫因其在有限单群分

类的杰出工作获 2012年沃尔夫奖。在有限

单群中有一个非常大的单群，称为魔群，其

中元素的个数大约是 8×1053，与数学中的月

光猜想密切相关。1992年波谢兹证明了这

个猜想，为此他引进了广义卡茨-穆迪代数，

与他人一起引进了顶点算子代数。现在，这

些代数都是重要的研究对象。主要因为这

项工作，波谢兹于1998年获菲尔兹奖。

如果把所有整系数的一元多项式方程

的根放在一起，我们得到一个数的集合，比

有理数全体大，称为有理数域的代数闭包。

有理数域的代数闭包的绝对伽罗华群及其

表示的研究是现代数学尤其是数论中极其

重要的研究课题。

如果一个数不是任何整系数一元多项

式的根，则称这个数是超越数，π就是一个超

越数。超越数的研究也是数论的重要组成

部分，贝克尔曾因对超越数的研究获得1970

年的菲尔兹奖。一些自然产生的数如某些

无穷级数的和与某些函数的值等是否为超

越数是人们特别感兴趣的。

在群论中，李群和代数群的理论与其他

数学分支的联系十分广泛和深刻。群表示

论，尤其是李群和代数群的表示论是现在非

常活跃的分支。李群和代数群的离散子群

特别有意思，与数论和遍历论等分支的联系

极为密切，马古利斯因其在半单李群的离散

子群上的深刻工作获1978年的菲尔兹奖。

2.4 不定方程和数论

不定方程是数论研究的中心对象之

一。直角三角形三边的关系X2+Y2=Z2就是

一个不定方程，它与圆方程类似。它有很多

的整数解，勾三股四弦五就给出一组。一般

的解很容易给出：X=a2-b2, Y=2ab, Z=a2+b2，

其中 a,b是任意整数。高次的情形就是方程

Xn+Yn=Zn，其中n是大于2的整数。1637年，

费马在一本书内的边页写道他有一个此方

程无非平凡整数解的证明，但太长，边页空

白处写不下。人们怎么也没找出费马说的

那个证明，一般认为费马在书中注记说的证

明可能有问题，于是此方程无非平凡整数解

成为一个猜想，称为费马大定理问题。这个

猜想一直吸引着数学家的强烈兴趣，费马本

人对 4 次的情形的证明流传下来，3 次的情

形是欧拉在 1770 年证明的，5 次的情形于

1825 年由勒让德和狄利赫列独立证明，等

等。19世纪库莫对这个问题的研究导致了

代数数论的诞生。1920年，莫德尔提出一个

猜想：有理数域上亏格大于 1的代数曲线的

有理点只有有限多个。这个猜想被法尔廷

斯于 1983年证明，它蕴含了费马的方程在 n

比2大时至多存在有限多个本原整数解。法

尔廷斯主要因此获得 1986 年的菲尔兹奖。

费马大定理最后在1995年被外尔斯证明，这

是上个世纪一项伟大的数学成就。代数数

论现在是非常有活力的数学分支。

在外尔斯对费马大定理的证明中，椭圆

曲线起了关键的作用。椭圆曲线的方程其

实很简单：Y2=X3+aX+b，其中 a,b是常数，如

1，2等等。它们有群结构，在射影空间中的

几何图形就是环面，与汽车轮胎一个形状。

对椭圆曲线也能定义 L 函数。BSD 猜想断

言这个 L 函数在一处的值与椭圆曲线的群

结构密切相关。这个猜想是克雷数学研究

所悬赏百万美元的千禧年问题之一，自然是

数学的研究热点之一。

BSD 猜想还和一个古老的问题有关。

如果考虑方程X2+Y2=Z2的正数解，那么解是

一个直角三角形的3个边长。有一个古老的

问题：什么时候这个三角形的面积 XY/2 是
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谐数（congruent number）。数组（3,4,5）和（3/2, 20/

3, 41/6）是方程的解，所以6和5都是和谐数。塔奈

尔 1983年的一个结果告诉我们，如果BSD猜想成

立，有可行的计算办法判定一个整数是否为和谐

数。

2.5 多项式方程和代数几何

我们已经看到解方程，哪怕是一个一元的或简

单的二元方程，都不是容易的事情，其研究给数学

已经而且还要带来巨大的发展。多项式方程组的

求解显然更为困难，甚至一般说来是毫无希望的。

我们需要换一个角度，把一组多项式方程的零点集

看作一个整体，就会得到一个几何空间，称为簇。

研究簇的数学分支就是代数几何，一个庞大深刻又

极富活力的分支。我们读中学时就知道，一个二元

一次方程和直线是一回事，X2+Y2=1则是单位元圆

周的方程。代数几何的踪迹可以追溯到公元前，17

世纪笛卡尔建立的解析几何可以看作是代数几何

的先声。

代数几何的中心问题是对代数簇分类。但这

个问题太大太难，现阶段尚无希望完全解决，人们

只能从不同的角度考虑更弱的问题。一维的情形

是代数曲线，其分类很容易，在19世纪就知道光滑

的射影曲线可以用它们的亏格来分类，这时还有著

名的黎曼-洛赫定理。大约在 1885—1935年期间，

代数几何史上著名的意大利学派对二维的情形研

究了分类，也得到了二维情形的黎曼-洛赫定理。

意大利学派的特点是几何直观思想丰富深刻，后期

的工作严格性不足。后来，上个世纪四五十年代韦

伊和查里斯基用新的语言严格表述代数几何的基

础。小平邦彦和沙法列维奇及其学生在上个世纪

60年代重新整理了代数曲面的分类。小平在代数

几何和复流形上的工作十分有影响，早在1954年，

他就获得菲尔兹奖，沙法列维奇在代数数论和代数

几何上都做出重要的贡献，有著名的沙法列维奇猜

想，至今未解决。

曼福德和庞比利在上个世纪六七十年代把意

大利学派对曲面的分类工作做到了特征 p 域上。

曼福德在代数几何方面的贡献是多方面的，构造了

给定亏格的曲线的模空间、几何不变量的研究等，

因为这些贡献，他于 1974年获菲尔兹奖。庞比利

则因其在解析数论、代数几何和分析数学上的杰出

工作于1974年获菲尔兹奖。

三维情形的分类直到上个世纪80年代才由日

本数学家森重文完成，他因此于 1990年获菲尔兹

奖。如何把这些分类的工作推广到高维的情形是

非常活跃的研究方向。

前面提到的黎曼-洛赫定理是极其重要的定

理，它计算了某些函数空间的维数。1954 年希茨

布茹赫把它推广到高维，现称为希茨布茹赫-黎曼-

洛赫定理。这是他最为人知的工作，其实他对拓

扑、复分析和代数几何都做出过重要的贡献，1988

年获沃尔夫奖。希茨布茹赫-黎曼-洛赫定理很快

被格罗登迪克进一步推广成格罗登迪克-希茨布茹

赫-黎曼-洛赫定理。为此，格罗登迪克定义了 K

群，这是K理论的开始。后来阿梯亚和希茨布茹赫

发展了拓扑K理论，它被阿梯亚和辛格用于证明阿

梯亚-辛格指标定理。希茨布茹赫-黎曼-洛赫定理

也是 1963年出现的阿梯亚-辛格指标定理的先声。

阿梯亚于 1966年获菲尔兹奖，这个指标定理是他

最为有名的结果。K理论已成为代数、数论、几何、

拓扑等分支的重要工具，奎棱因为在上个世纪 70

年代建立了高阶K理论而于 1978年获菲尔兹奖，

沃尔沃兹基因其对米尔诺关于K群的一个猜想的

证明和相关的工作获得2002年菲尔兹奖。

对有限域上的代数簇，韦伊 1949 年提出了一

个猜想，其中一部分可以看做黎曼猜想在有限域上

的形式，对以后代数几何的发展影响巨大，包括塞

尔和格罗登迪克在代数几何上的工作。上世纪五

六十年代格罗登迪克用概型的语言改写了代数几

何，在此基础上极大地发展了代数几何，包括为证

明韦伊猜想而建立的 l进制上同调理论。他于

1966年获菲尔兹奖。其思想和工作对代数几何与

数学的发展影响深远。1974年格罗登迪克的学生

138



院刊

德林用 l进制上同调证明了韦伊猜想中的黎

曼假设部分并主要因此于 1978年获菲尔兹

奖。

如果一个代数簇有奇点，那么很多对研

究无奇点代数簇有效的工具就失效了。

1964年広中平祐找到一个办法解消奇点，为

此于 1970年获得菲尔兹奖。几何中的奇点

很有意思，常常蕴含丰富的信息，与其他的

分支有出人意料的联系，如舒伯特簇的奇点

和李代数的表示的联系就是一个例子。

2.6 群和李代数的表示理论

前面我们看到因为一元高次方程的研

究产生了群论，它的应用很广泛。很多时

候，群是通过它的表示从而应用到其他分支

和领域。表示在数学中间是随处可见的，比

如说我们熟悉的多项式环，分析里面的平方

可积函数空间，拓扑里面的上同调群和K-群

等等，就有丰富的表示结构。在物理和化学

中也很常见，例如在单粒子模型中，单电子

的轨道波函数生成三阶正交群的表示，自旋

波函数生成二阶酉群的表示。上个世纪 60

年代吉尔-曼用三阶酉群的十维表示预言了

Ω粒子的存在，后来很快被实验证实。

群表示理论是一个庞大而且非常活跃

的研究领域，在数学和物理中应用广泛。李

群和代数群在单位远处的切空间是李代数，

可以看做李群和代数群的线性化。李代数

和相关的代数如顶点算子代数等及其表示

同样在数学和物理中应用广泛。有限群的

表示可以通过其群代数的模来研究。过去

几十年，代数的表示论有很大的发展，尤其

是林格尔发现代数表示论与量子群的联系

之后。I.M. 格尔方德似乎对这个领域有独

特的感受，曾经说“所有的数学就是某类表

示论”(All of mathematics is some kind of

representation theory)。他是伟大的数学家，

从研究的广度和深度来说，上个世纪后半叶

能和他相提并论的数学家是非常少的，他对

表示论做出的贡献广泛深刻。

表示论的基本的思想有两点：一是对

称，二是线性化。这个领域关心的主要问题

有：最基本的表示的性质，如分类、维数、特

征标等；一般的表示如何从最基本的表示构

建；如何构造最基本的表示；一些自然得到

的表示的性质；等等。大致说来表示论就是

要弄清楚这些事情。

表示论一直吸引着最优秀的数学家，早

期如索菲斯·李、E. 嘉当（陈省身先生的老

师），外尔，后来有 I.M. 格尔方德、哈里西-钱

德拉、赛尔伯格等，现在有朗兰之、卡兹但、

俊菲尔德、拉佛格、路兹梯格、吴宝珠，等

等。奥昆寇夫的工作揭示了概率论、表示论

和代数几何之间的一些深刻联系，并因此获

2006年菲尔兹奖。

表示论过去几十年的发展可能给人印

象最深的是几何方法在代数群和量子群表

示理论中的运用并由此产生的几何表示论、

用表示论研究数论的朗兰之纲领和一个平

行的几何朗兰之纲领、李（超）代数及其表示

的发展与在理论物理和数学物理中的应用

（包括标准模型），还有近20年的一股范畴化

潮流。另外，传统的李群表示理论、代数表

示论和有限群的模表示理论也是很活跃

的。这些依然是表示论的主要研究方向。

几何中的相交上同调、反常层理论和K理论

在表示论中的运用给表示论带来巨大的进

展，很多困难的问题得到解决，也带来了很

多新的研究课题。这个方向的一个代表性

人物是路兹梯格。正是用几何的方法，他建

立了有限李型群的特征标理论，或许这是目

前有限群表示理论中最为深入的部分。

2.7 计数、集合论和数理逻辑

计算物品的数量是我们日常生活经常

要做的事情。对有限集合，确定其中元素的
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论的一部分就是研究计数，和数论密切相关。但对

无限集合，事情显然并不简单。例如某人有个面积

无穷的王国，国土增加一两平方公里对他显然没意

义。无限集合的计数理论是德国人康托在19世纪

后半叶建立的，称为集合论。其中一个核心的概念

是等势：如果两个集合之间能一一对应，则称为等

势。有意思的是，自然数集合和有理数集合等势，

但与实数集合不等势。1874 年，康托提出有名的

连续统假设：实数集合的任何无穷子集要么与实数

集合等势，要么与自然数集合等势。1940 年哥德

尔证明了这个假设与现有的公理体系不矛盾。上

世纪60年代，科恩建立了强有力的力迫法，证明了

连续统假设之否与现有的公理体系不矛盾，他因此

获得了1966年的菲尔兹奖。

现代数学是建立在集合论上的，集合论也是数

理逻辑的重要组成部分。连续统假设表明，我们的

逻辑体系并不能对每个陈述断定真伪。事实上更

早以前就有各种各样的悖论和哥德尔的不完全定

理表明数学逻辑体系的危机。数学家为补救这些

缺陷做了巨大的努力，这包括罗素和怀特海德的3

大卷《数学原理》等。罗素获得1950年的诺贝尔文

学奖。与数理逻辑密切相关的一个问题是P和NP

问题，这是克雷数学研究所的千禧年问题之一，也

是理论计算机科学领域最有名的问题。简单说，P

和NP本质上问的是如下事情：给了一些整数，能否

有很快捷的方法（即多项式时间算法）判断这些整

数的某一部分的和为零。

模型论是数理逻辑的一个分支，在代数和代数

几何有深刻的应用，有些代数几何结果是最先用模

型论发现并证明的。1996年赫鲁晓夫斯基用模型

论证明了函数域上的莫德尔-朗猜想，名噪一时。

3 形与几何、拓扑

最简单的形无疑是线段、直线、多边形、多面

体、圆、球、椭圆、抛物线、双曲线等，它们也是几何

与拓扑的起点，人类很早就研究它们了。我们做一

个简单的游戏：多边形的顶点的个数等于边的个

数，多面体的面的个数加上顶点的个数等于棱的个

数加2。后一个等式称为欧拉公式，虽然并不是欧

拉最早发现的。这些公式被认为是拓扑学的起

源。拓扑学研究几何空间的整体性质，就是说那些

在连续变形下不变的性质，是数学的主流分支，在

数学的其他分支和物理中的应用极其广泛，有时是

研究一些问题必不可少的工具，如广义相对论中的

一般性的时空奇点定理就是彭罗斯把拓扑学引入

广义相对论而证明的。

如果把多面体的棱角磨平，再整理一下，我们

就得到球了。欧拉公式本质上是说球面的欧拉示

性数等于 2。一个几何空间的欧拉示性数是通过

空间的同调群定义的。球面当然是一个光滑的曲

面。对于一般的光滑曲面，有高斯-伯内特公式，它

把欧拉示性数和曲面的曲率联系起来，从而把微分

几何与拓扑联系起来，非常深刻，对以后数学的发

展影响很大。上世纪 40年代，阿冷多尔费尔和韦

伊把它推广到高维的情形。陈省身对高维情形的

高斯-伯内特公式的证明则是整体微分几何的一个

开端，影响深远。

上面提到同调群，它们是研究拓扑的主要手段

之一，也是代数拓扑研究的主要对象之一。基于不

同的目的，人们定义了各种各样的同调群和上同调

群。在好的空间如流形上，这些（上）同调群都是一

样，而且有著名的庞加莱对偶。但对有奇点的空

间，如何定义好的（上）同调群，花了人们很长的时

间。直到上个世纪 80年代，高热斯基和曼可菲森

才找到对空间奇点研究很有意义的一种上同调，称

为相交上同调。后来伯恩斯坦、贝林森和德林3人

用层的语言处理相交上同调，形成了反常层理论。

很快相交上同调和反常层理论成为研究代数几何、

拓扑和表示论的强有力工具。夫洛尔同调在低维

拓扑和辛几何中是有力的研究工具，它是夫洛尔为

研究辛几何中的阿诺德猜想而引进的。

同调群中有一些特别的元素对研究认识空间

的几何结构非常重要，这些元素就是示性类。最著

名的示性类有陈类、史提芬-惠特尼类、庞特列亚金

类等。对光滑的复代数簇的德拉姆上同调，其中一
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些元素称为霍奇类。代数几何中一个未解

决的主要问题是霍奇猜想，它断言霍奇类都

是一些代数圈类的有理线性组合，这也是克

雷数学研究所的千禧年问题之一。

圆和球是我们熟悉的基本形状，在数学

上的意义非凡。圆周在三维空间的嵌入称

为纽结。通俗说来纽结就是一根首尾相连

的柔软绳子，在不弄断绳子，也不打结的情

况下，它在三维空间中的各种样子。纽结理

论是拓扑学中非常活跃的分支，一个重要的

问题是寻找纽结不变量。20年代发现的亚

历山大多项式是纽结不变量，纽结补的基本

群是纽结不变量，称为纽结群。70年代，瑟

斯顿把双曲几何引入纽结的研究中，从而定

义了新的有力的不变量。80年代琼斯发现

了新的多项式不变量——琼斯多项式。威

腾和孔策维奇等人一系列的后续工作则揭

示了纽结和统计力学、量子场论之间的深刻

联系。琼斯多项式是琼斯 1990年获菲尔兹

奖的重要工作之一。图拉耶夫等人用量子

群研究纽结，得到新的不变量，很有影响。

以上是圆周给我们带来的深刻数学的一部

分。下面我们看一下高维的情形——球面。

关于球面，最有名的应该是庞加莱1904

年提出的猜想，它断言一个单连通的闭三维

流形与球面同胚。在2003年被解决前，这个

猜想是拓扑学中的一个中心问题。在此之

前，数学家做过很多的努力。既然三维的情

形证明不了，人们就对高维的情形考虑类似

的问题。1961年，斯梅尔证明了当维数大于

4 时，高维的庞加莱猜想成立，他因此获得

1966年的菲尔兹奖。1982年弗里德曼对四

维的情形证明了庞加莱猜想，于是他获得

1986 年的菲尔兹奖。庞加莱猜想最后在

2003 年被佩雷曼证明，这是轰动一时的结

果，标志着数学中一个大问题的终结，也是

克雷数学研究所7个千禧年问题中到目前为

止唯一被证明的。佩雷曼证明这个猜想所

用的工具是非常有意思的，那就是几何分

析。几何分析是微分几何与微分方程的交

叉学科，丘成桐、哈密顿等人在其中的建立

和发展起了突出的作用，是一个有力的工

具，也是非常活跃的研究方向。2007年布仁

德尔和舍恩用几何分析的方法证明了微分

球定理，是流形理论中一个重要结论。

球面带来的深刻数学还很多。1956年，

米尔诺发现七维球面上有非标准的微分结

构。这一发现对拓扑学的发展影响很大，是

米尔诺最有名的工作，也是他1962年获菲尔

兹奖的主要工作之一。六维球面是否有复

结构则是困扰数学家很多年的一个问题，至

今未解决。球面的同伦群也是拓扑学研究

的重要问题，至今未完全解决。上世纪50年

代初，塞尔成功计算了球面的很多同伦群，

这是他获 1954 年菲尔兹奖的重要工作之

一。同伦群现在仍是拓扑学研究的一个主

要方向。

在几何与拓扑中，一个基本问题是对流

形分类。流形有各种各样的，如拓扑流形、

微分流形、复流形、黎曼流形、辛流形、无穷

维流形，等等，这里面的问题和结果都是非

常丰富的。闭二维拓扑流形是曲面，其分类

很早就知道，结果很漂亮：同构类由曲面的

亏格完全确定。曲面的亏格就是曲面所围

的空洞的个数，如汽车轮胎是亏格为一的曲

面，它只围了一个空洞。三维流形的研究

中，瑟斯顿的工作非常重要，他发现双曲几

何在三维流形的研究中起突出的作用。瑟

斯顿提出的几何化猜想是比庞加莱三维球

面猜想更广泛的猜想，后与庞加莱猜想一起

得到证明。瑟斯顿因其在三维流形上的开

创性工作获得1982年的菲尔兹奖。

4 切线、面积、速度、加速度等和微积

分、分析数学

我们会求一些简单图形如多边形、圆等
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不是一件容易的事情了。在物理中，对于非匀速运

动，求加速度和路程同样不是一件容易的事情。对

这些问题的探索最后导致牛顿和莱布尼兹在17世

纪分别独立建立了微积分。用微积分我们能轻易

求出一些复杂图形的面积、体积，确定物体的加速

度、路程，π的精确值等等。微积分及在其上发展起

来的分析数学成为认识和探索世界奥秘最有力的

数学工具之一，为数学带来全面的大发展，促进了

很多新分支的产生如解析数论、实分析、复分析、调

和分析、微分几何、微分方程等等。

微积分的基本概念有极限、微分和积分，分析

数学的基本研究对象是函数。1927年物理学家狄

拉克在研究量子力学时引进了δ函数，它不是经典

意义下的函数，给当时的数学家带来很大的困惑。

许瓦茨建立的分布理论使得δ函数变得容易理解并

能严格处理，他因此获 1950年的菲尔兹奖。分布

理论在现代偏微分方程理论中极其重要。

正弦函数和余弦函数都是周期函数。傅立叶

认为它们是描述周期运动的基本函数并在19世纪

初建立了相应的理论，现称为傅立叶分析。傅立叶

分析及其更一般的理论调和分析是内容非常丰富

且应用很广泛的数学分支。如果注意到正弦和余

弦函数可以看作圆周上的函数并把单位圆周与模

长为一的复数等同起来，就知道傅立叶分析与李群

表示论是密切相关的。卡尔松因其在调和分析上

的重要工作于 1992年获沃尔夫奖，特别是他理清

了函数与其傅立叶级数表示的关系。陶哲轩在调

和分析上的工作也是他获菲尔兹奖的工作的一部

分。李群和拓扑群上的调和分析是一个重要的分

支，与泛函分析密切相关，在数论中的深刻应用使

人惊叹。

大自然很多的奥秘是通过微分方程表述的，描

写电磁运动的麦克斯韦方程，描写微观世界的薛定

谔方程，描写流体运动的纳维尔-斯托克斯方程，描

写宏观世界的爱因斯坦方程等等。这些方程都是

非线性微分方程，有很多人研究，纳维尔-斯托克斯

方程是否有整体光滑解则是克雷数学研究所的千

禧年问题之一。

在线性偏微分方程上，赫曼德的工作可能是最

深刻和突出的，他因此获得 1962 年的菲尔兹奖。

P. L. 里翁斯在非线性方程上的杰出工作使他获得

了1994年的菲尔兹奖。丘成桐发展一些强有力的

偏微分方程技巧用以解决微分几何的一些重要问

题如卡拉比猜想等，在这些工作的基础上，几何分

析逐步发展起来。因为这些工作，丘获得 1982年

的菲尔兹奖，另外，他的工作在理论物理和数学物

理中有极大的影响。偏微分方程领域引人入胜的

深刻问题比比皆是，一流的数学家很多，如拉克斯、

卡发热利等等。

只有一个独立变量的微分方程称为常微分方

程，很多这类方程来自经典力学，如牛顿第二定律，

独立变量很多时候就是时间。混饨理论来自常微

分方程的研究。事情起源于 19世纪末，自 17世纪

以来人们一直试图弄清太阳系行星运行轨道的稳

定性。如果只有两个星球，那么牛顿的万有引力定

律很容易导出星球的轨道行为，但太阳系是多体

的，极其复杂。庞加莱想先把三体问题解决，但发

现问题太困难，清楚写出微分方程的解是没希望

的，只能考虑解的定性研究，结果发现解的混沌

性。对一些微分方程的解混沌性，有一个通俗的说

法——蝴蝶效应，意指在一定的约束下，刚开始时

很小的差别可以导致后来巨大的差异。混沌理论

的应用十分广泛，气象预报是其中之一。三体问题

的一个幂级数解在 1912年由逊德曼给出，但对初

始值有很强的要求，而且收敛得很慢。逊德曼的结

果被王秋东（音译）在 1991年推广到多体的情形，

但没考虑奇点问题。

常微分方程解的定性研究与动力系统密切相

关。太阳系的运动是一个动力系统（运动和力之间

关系的系统），由万有引力决定，所以是一个常微分

方程的动力系统，庞加莱对太阳系和三体问题的研

究是动力系统史上非常重要的工作。动力系统是

很活跃的研究领域，其中一个研究方向是复动力系
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统，研究函数的迭代。约科兹因其在动力系

统的杰出工作获 1994年菲尔兹奖。曼克木

棱在复动力系统方面的重要工作是他获

1998年菲尔兹奖的原因之一。部分因其在

动力系统方面的重要工作，斯米尔诺夫获得

2010年菲尔兹奖。研究有不变测度的动力

系统的分支称为遍历论，与调和分析、李群

及其表示、代数群、数论有密切的联系。林

德施特劳斯因其在遍历论中的出色工作获

得 2010 年的菲尔兹奖，另外马古利斯获

1978年菲尔兹奖的工作中遍历论起了重要

的作用。

在 19世纪对常微分方程的研究导致了

李群和李代数的诞生，后者在数学和物理中

的应用广泛深刻。

无限维空间上的分析是泛函分析，巴拿

赫空间和希尔伯特空间及其上面的算子是

基本的研究对象，其中的希尔伯特空间对量

子力学有着基本的重要性。泛函分析重要

的一支是算子代数，与表示论、微分几何等

有深入的联系。孔内斯因对一些算子代数

的分类获得 1982年的菲尔兹奖。他还把泛

函分析引入非交换微分几何的研究中。高

韦尔斯主要因其在巴拿赫空间上的重要工

作获1998年的菲尔兹奖。

5 数学物理

物理一直是给数学发展带来最为强大

推动力量的学科，在这里有着无穷无尽的问

题，提供非常鲜活、生动的思想，它永远给数

学带来很多特别深刻的东西。弦理论、量子

场论和规范场论是非常活跃的领域。弦理

论能统一 4种基本的作用力，把量子力学和

相对论统一起来。卡拉比-丘流形在超弦理

论中非常重要，因为额外的时空被认为是六

维卡拉比-丘流形。杨-米尔斯理论是一种规

范场论，共形场论则是一种量子场论。

上个世纪 80 年代初期，唐纳森利用杨-

米尔斯理论中的方程的一类特别的解，称为

瞬子，研究四维流形的微分结构，证明了一

大类四维流形没有光滑结构，而有些则有无

穷多的微分结构。唐纳森因其在四维流形

上的开创性工作获得 1986 年的菲尔兹奖。

结合他的结果和弗里德曼关于四维流形分

类的结果，1987 年陶贝斯证明了四维欧氏

空间有不可数多的微分结构。注意我们生

存的三维空间加上一维的时间就是四维欧

式空间，而其他维数的欧式空间则仅有一种

微分结构。瞬子在数学和物理中都有很多

的用处，杨-米尔斯理论在数学上则可能是最

受重视的规范场理论，是否对任意的紧单的

规范群在四维欧式空间存在质量间隙非负

的量子杨-米尔斯理论是克雷数学研究所的

千禧年问题之一。

在共形场论的研究中，群论、李代数、顶

点算子代数、维那索拉代数等代数结构是描

述对称的工具，十分重要。

也是在上个世纪80年代初，数学物理中

对量子可积系统和杨-巴克斯特方程的研究

导致了俊菲尔德和神保（相互独立）在上世

纪80年代中期定义了量子群，随后引发了世

界范围的研究热潮，产生了很多深刻的结果

如典范基和晶体基，新的纽结不变量等，引

出很多新的研究问题。俊菲尔德因其在量

子群和表示论上的工作获1990年菲尔兹奖。

在过去几十年的数学物理进展中必须

提到威腾的工作，他带来很多新的深刻思

想，在数学和物理中架起桥梁，为相关研究

方向带来全新的面貌和很多问题，给数学和

物理两者都带来巨大的影响，因为其深刻的

工作他于 1990年获得菲尔兹奖。在对两个

假设的量子场论作比较时，威腾对代数曲线

的模空间提出一个猜想，后被孔策维奇证

明。同样基于量子场论的考虑，威腾认为存

在一些可通过某些积分计算的纽结和三维
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t 流形不变量，此事后被孔策维奇证实。这些工作影

响很大，是孔策维奇获得 1998年菲尔兹奖的部分

主要工作。

近年来，统计力学及相关的研究方向包括随机

过程等非常活跃，有很多突出的进展，2010年维那

尼因其关于波尔兹曼方程和兰道阻尼的工作获得

费尔兹奖，斯米尔诺夫获费尔兹奖的部分工作也与

统计力学有关。

6 结束语

以上对基础数学进展的介绍是很不全面的。

不过，从以上的介绍可以看出，数学的发展始终贯

穿在对基本问题和基本对象的探索认识中。好的

问题对数学的发展起了巨大的推动作用。在数学

研究中，我们需要考虑好的问题，基本的问题，同时

要有好的数学思想。写完这篇文章后，一个强烈的

感受是在数学的发展中，我国做出的贡献太少。缺

乏好的传统和数学思想乃至背后的哲学思想和思

考可能是一个重要的原因，在这些方面我们还有很

大的差距。可能我国已有很多数学家感受到我们

还未形成中文数学的思考体系和语言体系，对数学

的认识仍然很不足，在努力成为数学强国的路途上

我们有很多的东西需要弥补，需要时间，需要国家

的支持，更需要数学家的努力。
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